3D Projektif Geometri:
Dunyayi Sayilarla Insa Etmek

Hartley & Zisserman Boliim 3 Uzerine Derinlemesine Bir Inceleme




Noktalar ve Doniisiimler (IP3)

Oklid uzayini (IR®) sonsuzdaki noktalarla genisleterek IP®{i insa ediyoruz.
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NoktaJon Temsil: 3D uzaydaki

bir nokta 4-vekitor ile ifade edilir:

X = (Xl'.r XEa X,?,, X4)T-

Son koordinat (X4 = 0) sonsuzdaki
ideal noktalari belirtir.

Projektif Donlisiim (Homografi):
Noktalar 4 x 4 boyutunda, tekil
olmayan bir matris ile dontsturuldr.

Serbestlik Derecesi (DOF):
H matrisi 15 bagimsiz serbestlik

derecesine sahiptir. Bu, 3D uzayin en
esnek halidir.
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Duzlemlerin Matematigi ve Dualite

IP%'te noktalar ve diizlemler milkemmel bir simetriye (dualiteye) sahiptir. Biri siitun vektori, digeri satir vektoridiir.
Bir diizlem 4-vektor ile temsil edilir: 7 = (7, 9, 73, ?T4)T. llk 3 bilesen normal vektériini, 7 ise mesafeyi temsil eder.
Insidans (Uzerinde Olma) Denklemi: Bir noktanin diizlem {izerinde olmasi ic carpimin sifir olmasi demektir.
Doniisiim Kurali: Noktalar X' = H X ile déniisiirken, diizlemler geometriyi korumak icin H™T ile déniisiir: 77" = H™ T .
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Kesisimler ve Kapsamalar: Sifir Uzayinin Gucu

3 Nokta Bir Duzlem Tanimlar 3 Duzlem Bir Noktada Kesisir
Noktalarin sag sifir uzayi (null-space) dizlemi verir. Dlzlemlerin sag sifir uzayi noktayi tanimlar.
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3D Uzayda Dogrular (Neden 4 DOF?)

Noktalar (Cobalt Blue) ve dizlemler (Burnt Orange) 3 serbestlik derecesine

sahipken, IP3'teki bir dogrunun 4 serbestlik
derecesi vardir.

Bir dogruyu birbirine dik iki duzlemle
(Burnt Orange) kestigimizi dusunun.
Her bir duzlemdeki kesisim

noktasi (Cobalt Blue) 2 parametre ile
belirlenir (2 + 2 =4 DOF).

Temsil Zorlugu: 4 DOF’a sahip bir obje,
4-vektor ile kolayca ifade edilemez.

Cozum Yolu (Span): Bir dogru, uzerindeki iki
noktanin (Cobalt Blue) veya onu kapsayan iki
duzlemin (Burnt Orange) dogrusal
kombinasyonu (span) olarak tanimlanir.
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Plucker Matrisleri: Dogrularin Formulu

Dogrulari sistemlere dahil etmenin en sik yolu onlar1 4 x 4 anti-simetrik matrisler olarak yazmaktir.

* Noktalardan Dogruya: A ve B noktalarindan gecen dogru L matrisi ile ifade edilir.
* Noktalardan Dogruya: A ve B noktalarindan gecen dogru L matrisi ile ifade edilir.
« Ddzlemlerden Dogruya (Dual Plicker): P ve Q dluzlemlerinin kesisimi olan dogru L* ile ifade edilir.

e Dénlgimler: Pliicker matrisi L' = H L HT olarak déniisiir.

L =AB! — BAY
L*=PQ" —QP*
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Pliicker Koordinatlari ve Insidans

4 x 4 anti-simetrik L matrisinin 6 bagimsiz elemani
‘Plucker Koordinatlari'ni olusturur:

l12l3q + L1304 + l14lo3 = 0

L ={l12,l13, 14, 123, l42, I34}
Kesisim Testi: Iki dogrunun 3D uzayda kesisip
kesismedigini bilineer bir carpim ile test ederiz:
(L|L")=0



Kuadrikler: 3D Yuzeyleri Sekillendirmek

* Mimari yapi tasimiz 2. dereceden yuzeylerdir.

» Bir kuadrik X Q X = 0 denklemi ile tanimlanir. Q, 4 x 4 boyutunda simetrik bir matristir.
e Kutup (Polar) lliskisi: X noktasinin Q kuadrigine gdre teget diizlemi m = Q X ile bulunur.
» Dénlisimkural: Q' = HTQH™!
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Ciftel (Dual) Kuadrikler: Yuzey Zarfi

 Bir ylzeyi noktalarin birlesimi olarak degil, o yuzeye teget olan dizlemlerin bir zarfi
(envelope) olarak tanimlayabiliriz.

« Ciftel kuadrikler diizlemler Gizerinde calisir; e/ Q* 1t = 0.
e DOnilistim kurali cok daha dogaldir: @*’ =H Q* H'.
» Kritik Avantaj: Kamera izdUsumUunun matematigi ciftel kuadriklerde ¢cok daha basittir.

NOKTA KUADRIK CIFTEL KUADRIK (ZARF)

C*=PQ*PT
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Evrenin Kurallari: Projektiften Afine

e Uzayimiz su an ¢ok esnek (Projektif - 15 DOF). Hiyerarside asagi inerek evrenimize metrik kurallar koyuyoruz.
e Afin Donusum (12 DOF): Matrisin son satiri [0, 0, 0, 1] formuna kisitlandiginda Afin uzaya geceriz.

¢ Ne Korunur? Paralellik, hacim oranlari ve kutle merkezleri artik degismezdir. Kupler paralelkenar prizmalara
donusebilir, ancak zit yuzeyler daima paralel kalr.

g Projektif (15 DOF) / e At
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NOKTA KUADRIK AFiN DONUSMUS
(KOP) (PARALELKENAR PRIZMA)

x = Hyx
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Evrenin Kurallari: Benzerlikten Oklid’e

/ prDJ‘ektif\ * Benzerlik Donugtimu (7 DOF): Ortogonal Rotasyon Oteleme
(15 DOF) Afin donugume ortogonal
rotasyon ve izotropik 8lgek (s) '_\ /
kisitlamasi ekleriz.
Afin I HS — S R t
(12 PO) e Ne Korunur? Acilar ve sekiller ol 1
korunur. “Metrik | "
Benzerlik Rekonstruksiyon” seviyesi
(7 DOF) burasidir.

« Oklid Déniistimii (6 DOF): Olcek
s=1 yapildiginda, rijit cisim
hareketleri elde edilir. Hacim ve
uzunluklar sabittir. Dunyayi
algiladigimiz gercek halidir.

Oklid
(6 DOF)
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Sonsuzdaki Duzlem (7.):

Paralelligin Koruyucusu

Moo

¢ Afin uzayin yapisini koruyan e Kanonik koordinatlan sabittir: e Neden onemlidir? Herhangi iki ¢ Buduzlemin yerini tespit
evrensel sabittir. paralel diizlem kesinlikle ., ettiginiz an, projektif egriligi yok
| 5 T Uzerindeki bir cizgide kesisir. edip sistemi Afin yapiya
oo = (0,0,0,1)". indirebilirsiniz.
> identifier
?TGG' g
Projektif > Afin
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Mutlak Konik (€2..): Metrik Sabit

e Benzerlik (Metrik) yapisinin koruyucusudur. Sadece 7., Uzerinde yasayan sanal bir koniktir.
e Oklid uzayinda matris temsili birim matristir: Q.. = 1.
e |ki 3D dogrunun ydnleri arasindaki mutlak aci, Q. Uizerinden hesaplanir:
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di Q..do
\/(d?del)(dede)

e ()..’u bulmak, metrik gercegi bulmaktir.

cos O =
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Mutlak Ciftel Kuadrik (). ): Kutsal Kase

1. ve (). kavramlarini tek bir objede birlestiren basyapit: Bos uzayi ., olan bu zarf.

« Sihirli Ozelligi: Sadece Benzerlik (Similarity) dénistimleri altinda sabit kalir.

* Oto-Kalibrasyonun Temeli: Goriintli mutlak konigi, direkt olarak ¢)”_'un kamera
matrisi P ile izdusumudiir.

« Bilgisayarli goriide, ()" 'u tahmin etmek kameranin i¢ parametrelerini (K) ¢6zmek
demektir.
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Buyuk Resim: Projektiften Metrik Dunyaya

Mimarin Arag Cantasi Tamamlandi: Noktalar ve diuzlemler arasindaki zarafetten (Dualite: Cobalt Blue & Burnt Orange),
Plucker matrislerine uzanan bir evren inga ettik.

Neden Biitiin Bunlar? 2 boyutlu bir gériintilye bakip, piksellerin arkasindaki 3 boyutlu Oklid gergegini elde edebilmek igin.

Projektif uzayin esnekligi iginde dolasirken, Sonsuzdaki Duzlem (7.,: Burnt Orange, Latin Modern Math) ve Mutlak Ciftel
Kuadrik (Q*..: Luminous Metallic Gold, Latin Modern Math) gibi evrensel sabitleri bularak yéniimiizii bulduk.

Artik bilgisayarl gorinsiun en derindeki geometrik sirlarina vakifsiniz.
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